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Also  sind  die  doppelten  Wiirrelu   un!*«rer  (^leichiia^  des  viertes 
Grades  entweder 


2^  =  \/  ,<i ±|/  — ^  —  -  ( 


2y  =  t/Ai=FV-^--(^^v77I^ 


); 


oder 


'  •  1/ Ä 

2p  =  -  V>  =fc  [^'  -/«--il/*  -  ,;p. 
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/../> 


V> 


2r  =  \/>±l/— ^-i(«H 

2*  =  1/^  =F  l/- ^  -  2  (.  +  ^). 

Da  nan  aber  das  iweite  System  von   dem  ersten  offenbar  nicht 
verschieden  ist,  so  atnd  die   doppelten  Warmoin 


p^' 


2/»  =  \/m±V— f.— 2(, 

2r  =  -V/^±J/_^-2(«- 


t::). 


V^ 


). 


2,=_v/^=pJ/_^_2(._^). 

w  auch  die  obern  nnd  untern  Vorzeichen  in  diesen  Formeln 
'Mi  awei  verschiedene  Svstcme  von  Wnrzein,  und  die  don 
irzcin  unserer  Gleichung  sind  also  '^ 
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\r=-yfi+]/-(i-2{a-  ^), 

Folglich    sind  die  vier  Wurzeln  unserer  gegebeuen  Gleichuug 
des  vierten  Grades 

p  =  i\\/fi  +  \/-(i-2{a+  ^-)|. 

Weil  jede  cubische  Gleichung  bekanntlich  mindestens  eine 
reelle  Wurzel  hat,  so  kann  man  immer  annehmen,  dass  /ti  eine  reelle 
Grösse  ist. 


V. 

Ceber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  zwischen 

gegebenen  Gränzen  liegenden  reellen  oder 

imaginären  Wurzeln  der  algebraischen 

Gleichungen. 

Nach   einer  Abhandlung   des   Herrn   Abbt'^    Moigno    in    dem  Journal   de 
Mathematiques  pures  et  appliqut^es,  public  par  Joseph  Liouyille.  FcTrier 

1840.  p.  75.  frei  bearbeitet  tou  dem 

Herausgeber. 


A. 

Einige  vorbereitende  Sätze  von   den  ganzen   rationalen 
algebraischen  Functionen   und  von   den  Gleichungen. 

§.1. 
Erklärung,     Wenn  mau  jedes  Glied  einer  ganzen  rationa- 
len  algebraischen  Function  der  veränderlichen  Grösse  oc  mit  dem 


f^ 


'<f^. 


•:n»?i!a 
■  — -# 
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THB- 
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i 
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•I 
:1 


«-»irrt 


utf* 


•  25 

Setzt  man  /'(^  +  f):^9>(f),  so  ist  nach  dem  so  eben  bewie- 
senen Satze,  weil  f{i)  oflfenbar  eine  ganze  rationale  algebraiscbe 
Function  des  itten  Grades  von  #  ist, 

/(^  +  f)  =  9(0)  +  -y-*H-Y;2*  +17273 '+-v-*-r:7.n**- 


Ourcb   successive  Anwendung  des  in  §.  11.  bewiesenen  Satzes  er- 
kält  man 

5P'(,)=/'(^H-t), 

u.  s.  w. 

und  foiglicb 
g.(0)=/(^),  9'(0)=/'(a:),  5P"(0)  =/"(*),  ...vW(0)=/(-K^). 
Also  ist  nach  dem  Obigen 

welches  ebenfalls  eine  sejir  merkwürdige,  und  an  Folgerungen  sehr 
fruchtbare  Formel  ist. 

§.  13. 

Um  eine  Anwendung  der  Formel  II.  in  dem  vorigen  Paragra- 
phen zu  zeigen,  sei  y(a;)  =  ar'*,  wo  »  eine  positive  ganze  Zahl 
'sein  soll,  und  folglich 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  und  nach  $.  1. 

/^{a:)  =«(»— 1)  ,iF«~2,  *  , 

f^'{a:)  =  n(n  —  1)  (n  —  2)  ^«-3, 

u.  s.  w. 
/(«)(ar)  =  »(«  —  1)  (li  — 2)  («  —  3). ..2.1 
ist;  so  ist  nach  §.  12.  11. 

;^.(«-l)..  2     .^        «(n-l)...l 
!...(« — 1)  l.,.n  ' 

welche   Gleichung   der   analytische    Ausdruck    des    Binoniischen 
Lehrsatzes  für  positive  ganze  Exponenten  ist. 

§.14.  ,         ' 

*     Unter  ^sr  Voraussetzung,  dass  y(.r)  und  <jp(^)  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  sind,  wollen  wir  nun  noch  das  allgemeine 
Gesetz  der  höhern  derivirten  Functionen  der  ganzen  rational 
^ebraischen  Function 


i 
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entwickeln. 

Wendet  man  auf  diese  Function  die  aus  dem  Obigen  bekannten 
Regeln  zur  Eutwickelung  der  derivirten  Functionen  an^  so  erhält 
man  nach  and  nach: 

-+-/'{a:)g>{af)-t-f"{ar)(f%v) 

=/(^)9."'(a;)  +  3/'(a;)y"(^)H-3/"(a:)y'(^)  +/"'(*)5P(^ 

u.  s.  w. 

Ueberlegt  man  nun,  dass 

or  -+-  «  =  ^  +  i, 

(^  +  «)^=  iT*  -i-  ^i 

+  ^i  +  »? 

♦ 

(o: -i- «)' =  .ar' -i- 2a;*f -i- ^«* 

=  ^»  +  3^»i  H- 3^i»  +  i^ 

u.  s.  w. 

ist;  so  wird  man  sich  sogleich  überzeugen,  dass  die  numerischen 
Coefficientcn  der  einzelne^  Glieder  der  Entwickeiungen  der  (feri- 
virten  Functionen  der  Functioir  F'(^)  nach  und  nach  ganz  eben  so 
entstehen,  wie  die  numerischen  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder 
der  Entwickeiungen  der  Potenzen  von  ^  +  i.  Daher  sind  die  nu- 
merischen Coeflicicnten  der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  von 
jP(^)(.r)  einerlei  mit  den  numerischeu  Coefflcienteo  der  einzelnen 
Glieder  der  Entwickelung  von  {a:+i)^^  und  es  ist  also  nach  dem 
Obigen  und  nach  §.  13.  offenbar 


4^--^/V)  9^'-H^) 


f"\a:)  9)(^3)(^) 


1  .2 

x(x^l)(x— 2) 

1.2.3 

u.  s.  w. 


J.  ....  X 

§.15.  ^ 

Wenn  man  in  der  aus  §.  12  bekannten  Gleichung 

/(^+«)  =A^) + nr  *  "*"  t:2"*  "*"  •••"*"  Tz:^  * 
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*  19 


I 
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1^ 
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*w  I    1 
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*  *  1 
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P-^i 


P+1 


Ä»  ••'  ^w» 
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■nttdit   wtlcWi  Forael  9  wieder  jedeneit  hüI  der  erf^rderti^ea 
CrMMJgkeit  gefudea  werden  Iuuib. 

€m  eia  Beispiel  so  geben,  so  sei  ans  zwei  Seiten  m.  6  eines 
eWnen  Dreiecks  nnd  dtm  Gegenwiakel  a  der  einen  m  dieser  böden 
Seiten  der  Gegenwinkel  ß  der  anderen  Seite  6  zn  finden,  and  es 
sei  gegeben 


1 1 


Weil  aaa  kekaantlick  sin  ^  =  —  sin  a  ist,  so  ist 

log  -^  =r  0,5016112 

log  sin  a  =  9,4053883 
log  sin  /?  =  9,0999905 

E3n  Bliek  in  die  Call efscben  Tafeln,  deren  icb  Mick  bier  be- 
dienen werde,  xeigt,  dass  ß  in  diesem  Falle  siittelst  seinen  Siaas 
aicbt  aüt  der  erforderlicben  Genaairkeit  befanden  werden  kaan» 
weshalb  Baa  noa  die  Recbnang  aof  rolgende  Art  fabrea  wird: 

log  taag  0  =  0,0099995 

©  =  44».  Sy.  50^,  88 
45*— ©  =   O.     0.    0, 12 
log  UogiiS«»— ©)  =  3,7647562 
log-  taBg(45»— $/?)  =  6,8823781 

45*>--^  =  Ö^.  2'.  37^  30 

00»-/S  =5    0.  5.  14,    78 

/?  =  80.  54. 45,  22 

Uebrigeas  bat  ß  im  vorliegenden  Falle,  wo  offenbar  a'^i  ist, 
zwei  Werthe,  deren  Summe  180®  beträgt.  Der  zweite  Wertb  ist 
die  Ergänzung  des  dnreh  die  vorhergehende  Recbnang  gafnadmaa 
Werths  zu  180»,  nämlich  00».  5'.  14^  78. 


*•. :      • 


•  »< 


ericlitigmiig. 


Sehe  15,  Zeile  9   letze   »n:  .—  2,710911    imd   —  2,710913  fiir 
2,710911  ODd  2,710913. 
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dieser  Gleichung  geben  kann,  welche  grösser  als  aq  ist.  Ferner 
kann  nur  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung /*(^)  =  0  zwischen 
«Ti  und  «29  ^^^  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  zwischen  a^ 
und  «,,  u.  s.  w.,  nur  eine  reelle  Wurzel  derselben  Gleichung  zwi- 
schen aq^t  und  aq  lieget!. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  /{ai)  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function  des  üten  Gnides  von  a:  sei,  und  wollen 
durch  successive  Kntwickelung  der  derivirten  Functionen  nach  den 
aus  V.  A.  bekannten  Regeln  die  Reihe 

/(ä:),  /(^),  fU),  r\a:\  . . .  /(»)(^) 

bilden.  Setzen  wir  in  dieser  Reihe  für  a:  die  Grössen  a  and  6, 
wo  wieder  a-^b  sein  soll;  ^o  erhalten  wir  die  beiden  Reihen 

(1) /(«),  /'(«).  /"(«),  /"'(«).  ....  /w{«) ; 

(2) /(*),  nb),  f\b),  r\i>) A'Mh 

in  denen,  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen,  kein  Glied  verschwinden 
soll.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  zwischen  den  Gränzen  ii 
und  l 

f*)    ^11   f*2J   f*J>    •  •  .   /*» 

reelle  Wurzeln  der  Gleichungen 

f(af)  =  0,  f{^)  =  0,  f'ia:)  =  0,  f"{a;)  =  0,  . . .  /(»)(a;)  =0 
liegen,  und  wollen  überhaupt  in  Bezug  auf  die  Functionen 

/(^)  und  /'(^), 
fia:)  und  /V), 

u.  s.  w. 

/(»-«(o:)  und  /(«)(^) 
durch 

^>     *1J     ^25    *8>     •  •   '    *« — 1 

Dasselbe  bezeichnen,  was  im  vorigen  Paragraphen  in  Bezug  auf  die 
Functionen  X(^)  1*°^  /'(•^)  durch  €  bezeichnet  worden  ist;  so  ist, 
wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben, 


x- 


u.  s.  w. 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt,  und  aufhebt,  W>s 
sich  autheben  lässt,  * 

» 

ii*  I^  A*«  •+• «  +  «1  Hh  f  2  +  «1  Hh  ...  +  €«-1. 
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jr, I COS  y  tanpr  0 .         cos  y,  tang^^ 

«in  cf       *       *  ■  sin  Ji 

Verlangt  man  die  Coordinaten  ^j,  y,,  ^s.  nicht  zu  kennen,  so 
stellt  man  die  Formeln  am  besten  «unter  der  folgenden  Gestalt  dar: 

.       r  cos  y  sin  CT,  sin  (« — 157*) — ri  cosy,  sin  ft  sin  (a| — ViTi) 
tang       — —  ^.  ^^^  y  ^^g  ^^  j.jj^  (a  — J52') — r,  cos  yj  cos  a  sin  (itj  —  ISr,)' 

tanffcrsin(//-15r)    ^  tarig  cT,  sin  (.#— 15r,) 

tangtp=    ,V.,(,,^)       >  tangy,=      %i,(,^,^      '^ 

« ,     sin  (a'-A)  sin  (y-f-V>)  ^     sin  («,  — i^  sin  (y ,  -HV>i) 

tang  p^g  ^^  ^.Qj  ^  jjjjj  ^^ — 157^ """       cos  if^  cos  \^i  sin(ai — l^Ti)' 

_,       _,       (JOS  y  tang  tp     -^  -^       cos  y,  tang  ^, 

jc>  =  ziz  f : — n       %   Jbi  z=:  zt  r, :— -= •« 

siii  cT       '        *  *  sm  cfi         -^ 

^___   -_     cos  y  sin  (g — 157^ ,         cos  y,  sin  («,  — 157*,) 

-'^  —  ***   cosi?  sin(a— 4) ''»      cos  i?  sin  («,^4)    * 

In  den  Ausdrücken  Ton  tang  It  müssen  die  Zeichen  öo  genomMen 
werden,  dass  tan^  ß  positiv  oder  negativ  wird , ~jenachdeni  die 
Grössen  cos  t/>,  sin  (y-^V')  o<*cr  cos  tp^,  sin  (sPi-h^i)  gleiche 
oder  ungleiche  Vorzeichen  IfUben. 

Ohne  Schwierigkeit  kann  man  auch  nach'den  folgpenden  sich 
leicht  aus  dem  Obigen  ergebenden  Formeln  rechnen: 


n 


r  cos  y  sin  («,  — 157^ — r,  cos  y,  sin  (ci  -^157\y 

sin(a — a,)  •» 

^,  s=i»  cos  a+r  cos'y  cos  IST, 

^j  ==M  sin  a-{-r  cos  9  sin  15  T, 

X,  =1»  tang  <f+r  sin  y, 

toDg  ^  =  |J, 

tang  3-=!-^  cos  -r^,' 

-_       j.      cos  y  sin  (A — 157^ 
cos  Q  sin  (« — A)   ' 

j?  _-i-       cos  y,  sin  (A—ViT^ 

^» ''>     cos  cTi  siu  («,— ^T'' 

-j ,       cos  y  sin  (a — 157^) 

^ :^   cos  B  sin  («— ^)   ' 

oder  auch  nach  den  folgenden  Formeln: 

r  cos  y  sin  (« — 157^ — r,  cos  y,  sin  (c — 15r,) 

siu  (« — «,)  ^  ' 

^^==«1  cos  Oi-f-f*j  cos  5pj  cos  IST*!, 
^j=:i>i  sin  tti+r,  cos  91  ßin  15 7|, 
Äj=i»i  tang  <y,H-ri  sin  y^, 


« 


tang  ^=f^, 
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.  dx    dy^^  ^dx  ^_^  - 

dy  ''dx^'^  dx         ' 
und  folglich 

dy ^     dx 

dx  *  dy* 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehevden 

dx 


I«.,  ^  ^^  oder  «?.«*==  7;;^  ^'^dx. 
log  c  .  log.  e 


Die  ans  dem  Obigen  bekannte  Zahl  e  betrachtet  man  bekaBnt- 
lich  als  die  Basis  eines  eignen  logarithmischen  Systems,  welcbei 
man  das  natürliche  oder  hyperbolische  System  nennt,  und 
bezeichnet  die  Logarithmen  dieses  Systems  gewöhnlich  bloss  dnrd 
/•  Ist  nun  b  die  Basis  der  durch  log  bezeichneten  Logarithmen 
und  N  eine  beliebige  Zahl,  so  ist 

also,   wenn   man   auf  beiden  Seiten   die  natürlichen  Logarithmen 
nimmt, 


Folglich  ist 


log  N.  lhr=^lN  oder  log  N^=z -jr. 


logeÄ7T=7T, 


und  daher  nach  dem  Obigen 


Femer  ist 


also 


d  leg^  ^==^^>  also  dlxt=i—. 
log  «  =  7f>  log  e  —  'jg  =  j^^y 


Ib 


Ib 


log  ß  —  ^> 
und  folglich  nach  dem  Obigen 

d  .  a^'zzia'^lada:. 
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I 


»^*  — ""^      sin  («—/?)     ' 


P+aJ  +  ^i'  cos  {s>  +  ßi), 
'  +  «i)  +  ^/  sin  (y  +  /Ji)5 

+  />i)  — (y*  — yiO  cos  (y+^x) 
sin  («»-/») 

y -*-«!:)— (y'—yi)  cos  (yH-«i)- 

sin(ai— /li)  ' 

-g)    ^  , „sin  (yH-«i  — g) 

ij    *?i— ^     sin(«,-/J,)    • 

1)  yi  ®rgel>^B   sich  nun  mittelst  der 

+  a)  =  a:i'  —  Qj,  cos  (y  +  /?), 
Ha)  =  y/  — ^1  »in  (y-H/?) 

4-ai)  =  a?/+^,'  cos  (9  +  /?.), 

liilt  man  mittelst  der  Ausdrücke 

■<i"-'g_.yi— y 

cos  9  sin  9)* 

welcher  360^  nicht  übersteigt,  bemer- 
<iie  obigen  Formeln  zwei  Wtprthe  lie- 

dcr  Form  9  und  9 +180®  sind.    Von 
nun  jederzeit  denjenigen  zu  nehmen, 

Q  und  Qi  entsprechen. 
Uerr  Professor  und  Director  Hansen 

cchnung  auf  diese  Aufgabe  gemacht 

eben. 

üswerthy   dass  für  dieses  interessante 

Xuflösungen  durch  die  elementare  Tri- 

a^eometrische  Constructionen  gegeben 

Berücksichtigung  der  MesstiscTipraxis, 

'sehen  Problem  unter  dem  Namen  des 

!cr  Feldmesskunst    bekanntlich  schon 

1-   werden   solchen   Auflösungen  gern 

inräumen. 


•  ^ 


lecnunsn^n  zetnaGiic  hatte, 

vHraeii.      Sfiäter.    In 

•  *  ..uMiiif    "«nt?    Vbiiuodlun? 

*  ^  .i..rt»    .VM '    HS    Lehrer 

.     •      I  ♦••••!    .:t'<#?   r"a:aeckanff«n 

!i  •'•j«.*    situiiiDiirte    IUI   seiaea 

.«ü    viurvQu    äeiiiHS 

j«ü    \  i^i^ijicfi  w '«'.er   £11  eotp 

x'uvvf     ,em    -nn   «iea 

.Mrr»»!«;::te    lohandiun- 

-u:— ::    ite    >iaats- 

*  •   •■ir'.      -ru^n,   -.vieaer- 

V.  MT      -ü     «ciifia  er- 

•  ■    V.    *       .  •ÄtiMltM!    qc!i 

■    ..  a    Mstu.    rj«    sirii    r.  Alle 

■'-••i*  :  iL'i  ?:.:u  iait»r  sei- 
.  -  '  .  ...  s-äjuiii*  ÜT  üen 
•    -    *    ..     -*r*?*-ii.    'iacli 

:    «     ?»uiutt:u.      .Ju       ^    .SC    nur 

...i      : ...:>.        'T-irPfi- 

-    ••    —       '■   :    \  ■:  eil    :un 

-     •• :       -.  ::      :j»    \vit- 

**     -  —  '       .   •    '   .  rn-ii«.' 

-:     •  .      • .     r- 

.'M     /     •  li«':il      :J.rzU- 

.:  ..    «    V  i  •  -.1        .iuein  -la» 
■  '*'•  i       *;i4i:f  1     «varüeD. 

..*    1.3      i    .T   j»rir»*in?iitB 
••»'     ii  L     V*«.M.i*:ii.,:US«'IIS 

.  1.  •  1    vH^-.  i     iuer  die 
..   ,■•■!'!••'!.    -vetcue  jut 

-«.:!»     .•*•-•    ia  menschen 

•'  .  ^  •*  •••1  .ü«;vij.     Viir- 

...«<-»•.•    .*•:!  j:'?*'^«uuiic..«?B 

• .:  i  .•»•■  lüuaü:  i^' 

^    !-;•    ..'5  .Ifires,  weon 

*•.   "V .'    i^-:  rc!ir.     Auch 

•rli'V'Miüü:.   weil 

:i 4;vu  ^  •rauiieruu- 

.»•n    laüurch  Er- 

^.    j..  'tu:*.-'!    iiiiiriioh   wird. 

I  ^.i. ..V       .  a»«:ir!ac.if  BermcutuDsreD 


<  •     • 


.» k      .    . .  ■  ^  « 


•  .Tr?«    .urrrj       -.r'^^^^te  »  T^nsrifniasf  der  G ranzen  dicDen 
••1       .w:.:i»:r  .       •  «nT    ue  '<e'ie   sein  wird.     Es  bleibt 

"..i.     .»Mia    aear  :ila  ein  Vorzeichei- 

•-:-'tii       ii    ^':^:i   -d  ,c=z&  verlorengeht, 

..  4.1'!     ..utT  — i'iM'    zwischen  0  und  ^lie- 

•!♦•       ■•!      naifiiiüri'n    tVurzeln    angedeutet 

...t  •  .MMi    .'A Indien  •/  iinii  o  li(*£irenden  Wur^ 

,  ■ -.  :•  ••  siii.^'i   "iuu.    uiri'ii  Gniuzen,   die  man 

;.ju^i'      .!!    Näciiüteu   .voaimeuue   einschiebt, 

...1.«    X   ..:ii.       -  f»«   uürue  iiiun  nun  zwar  dadurch 

«,    .  - ...        *••     ...*a     .ALU     ier    von    Lairransfe  und 

^   .*     ..^sMv..     U'diuüc  «iue  ^«rössi*  _^  bestimm tp, ^welche 

-    ...    X.  I liste  iMiiiToriz  zweier  reeiien  War- 

-..11-     «iic«    iiiii    «üdaun   tiir  jt  nach  der 

.    -  j,  ■!.  ?.  w in  der  Function  /(jp) 

witii   '.-vi  (.ileicbunffen   von  einigerm- 

...^j.;ut'   !\t*i.'iiuuojren.    dass   ein  anderes 

.•-i\i*    ioc'üät  wüDäcIienäwerth  ist.    Ein 

.uat.tit.'>,     laä   :ii   den   meisten  Fällen 

.  n.     ai  -lua  F.  ^etunden.     Es  j^ründet 

^  ^iiüniii^^euceu    derjeaijjen  "Corve, 

'AiMiueu    ier  ^'(.t-j  \  »^ransc hanlicht. 

'..^.icuo  /uäaiiimeuzichunir  der  Gränzen 

.^.*      'v.94.iieii     ilesoii  («ranzen  nur  zwei 

.      .  .»  '.     'ut?   Wurzel     iep  Gleichung 

'^•u.'M    :vi'  JMoiciiunjr  /"^f.ri^O  liegt, 

.  ^^    <.  .•     .11  <»i";uizeu  .f  = ;/  und  jc^zb 

^  ^^  "».*».  11,4 .\f     '.Mu  Minimum  oder  3Iaxi- 

..v:'u;.i%r.      Hieraus    foijrt  leicht, 

^  i"  >iiuiaui;-enten  '^c —    und  ^ttt 

...  .V 1  .i!>  '  —  a  sein  m  issen ,  wenn 
'un.M9«.iiiJiue  der  Curv:!  t'i^)  mit 
.    ...u    .=='>  iieir»'a  soieu.    Fio- 

*  ■  ■ 

..• ,    >o    :sc    diess    eia    sicherefl 

.%*i    "tone  U'urzoin   verloren  sfe- 
"  ■■"-•»  iw»'i  imusriniire  Wurzeln 

.^.  ......i:uü.  wenn   ^^.^•)  und /*(.r) 

•* '»*  iia.;fr   'Kri^=o  zwei  gleiche 

,..,  '...>  .UKT     OKuunriicii  leiclit^zu  cr- 

■  ^  '  —  «r.  so  kann  man  dar- 

.     ., .   .vÄdCii,  >oiuierti  muss  dann  ens^ere 

..  'W  ..      »»».^un.i     »all  über  endlich  srewiss, 

»^  •  .«w,   ..aiiiu  ;;eiauä:r  sie  zu  trenneOi 

''•  ''^"    ^üiuiüc    zweier   ^iubtansrenten 

.     '.  .*  '•      \;».».vMu  vier  iu!;eiiiiri«rea  Punkte  za 

.\    t .     ■«  .UK .    uij;vx^'oeue  \  ertalircn  entdeckt, 

•* ^    '»»^ii«'  »Vurzeln  zwischen  den 

'•      ••'•«•.V«  ^ia<uut>eii  sind,  so  ist  doreb 
^  .  •  '  '•       •^.••^•'     'civauuc,    welche    yon   den 

j.  \^  ^.     ^'    ^s<*x\i   mau   sie   =0  setzt, 

it  .    .  'k^'       '*•    .uiÄviicü  ,'#  und  6  habe   oder  verlo- 
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fiir  M  =  3 

u.  s.  w. 

Das  letzte  Glied,  allgemein  genommen   wie   in  10),    nach  unserer 
Methode  durch  Beifügung  von  p  —  p  behandelt,  ist 

14)/»     2»».  [(l -}t /?)  — 0»  — «»»)].£& 


2w  —  l  2w»-l 


2in 


2m%   *"  .     2«i  — 1       Sm-Hl 


(2«i-i)  (i-f-rt"^     {x-i-vy     *^ 

li«    2»»— 1         .2»i-f-l         2JW.-f-3    a 


p*Z  ^     _  Zp^%  ^"     j^  3;?«    -^     _  % 


,      2»!  —  1           2x»H-l            2»t  +  3         ^2i9i+5    o 
H ^-^ — — .  Zm 

2ig~l  .2m -hl  2IW  +  8  2»ii4-5  ^w-f.? 


;?-*«  ^     _  4;o»g  -^^    ^  ^p^z  ^    _  4yg 


2 


2«t  —  1  2»!  H-  1  2«!  -I-  3  2m  +  5  2j!»rf-7  . 


2»»--l  2w+l  2OT+S 

5»x_2^  —  5;9^g  ^^^'    ^  \{yp^%  ^'" 
2»»  —  1  2»!  + 1  2»!  +  3 

^_  IQ;?»»  ^     ^  5;og  ^    _  g  ^^ 


2» 


2174  +  5  2171 4- 7         2III+9 


2ot— 1  2»i+l  3m+3  2m+5 


2j9}  — 1  2»<-4-l  2ira  +  3  2»i-f-' 

2//I-4-7  2»i4-9  am-f-ll 


2l9I 


-f-  ^^A^   •*  ,  ^f''*  -4- 


2»»  +  7  2w  -f-  9         2»#^-f-l  1 


Man  erhält,  nach  Annullirung  des  zweiten  Gliedes, 


<2»i  — !)»''*. 


p 

2W-I-1 


Diesen  Werth  in  den  vorigen  Ausdruck  (14)  gesetzt  und  zugleich 
durch  2m  dividirt,  ergiebt  sich 
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/  *Är*  cos  4^7  Fjc  i/o?  =  6 


und  aus  (7) 


etc. 


/^  cos  Aa:  Fa:  </ar==0 
/  or*  siD  Ä^  -F,a?  €Är=:0 

/^^'  cos  Ä^  /Tar  <te  =  0  ' 

etc. 

Ist  also  m  eine  ganze  Zahl,  so  kann  man  durch  Differenzial- 
quotienten  der  eipen  oder  der  anderen  Gleichung  (6)  oder  (7)  im- 
mer zu  dem  Ausdrucke 

a:"^  cos  Aa:  Fa:  djc^zi^ 

-        .  ■ 

gelangen.    Da  nun  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann,  so  neh- 
men wii"  ^  =  0,  und  erhalten 

fla^  Fa:  da:  =  ^  .    (8). 

*.  5. 

Wir  können  nun  leicht  ein  sehr  allgemeines  Theorem  beweisen. 
Bezeichnen  wir  die  successiven  XHfferenziatquotienten  von  fa:  nach 
a:  mit  f^ac^  f^^y  •  •  .  etc.;  so  ist  bekanntlich  nach  Maclaurin's 
Satze 


fa:  =/(0)  +  ^  /-  (0)  +  i~ /HO) 
also,  weil  /(O),  /*(0),  /*(0)  .  .  Constanten  sind, 
ßFa:fa:  da:  =f{fS)flFa:  da:  ^-^^ 

^a:  Fa:  da:+'Y7i  /o"^''  Fa:  äa:'i-.. 

d.  i.  nach  (5)  und  (8) 

/^[Fa:  fa:  da:  =  ;r/(0),  27r  >  c  >  0.    (9). 

Von  diesem  Theoreme  werden  wir  nun  eine  sehr  fruchtbare  Anwen- 
dung machen. 

In  dem  Ausdrucke  (3)  möge  x  —  a  für  a:  stehen;  multipliciren 
wir  noch  mit  den  Faktoren  ßs  d»y  und  integriren  zwischen  den 
Gränzen  0,  tt,  so  wird 

^^F{»  —  a)fxdx=r/x  d»-{-2^  f^fx  cos  n{x--qL)d»  (10) 

Für  X  —  a  =  0  wird  fxz=zf{@  +  a)  und,  wenn  »  =  ;r,  ist 
0  =  7r  —  a,  wenn  ä=0,  ist  0  =  —  a  geworden;  also 
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positiv  ist  und  nicht  verschwindet     Die  Grösse  a  ist  kleiner  ^Is 
die  Grosse  b^  es  ist  a  <^  b^  wenn  die  Differenz 

up'— r  b 

negativ  ist. 

«.2. 
LtehrMatx.    Wenn 

a'^b^  Ux^b^^  a^^b^^  a^^b^^  .... 

ist^  so  ist  auch 

*a  +  «,+  flf,  +  a,  +  ...>•  Ä  -f-  ^1  -f-  ^a  H-  Äf  ■+•.• . 
Beweis.    Weil  nach  der  Voraussetzung 

a  ^  ^,  #y,  ^  ^,,  0,  ^  ^2,  a,  ^  ^,, .  • .  « 
ist,  so  versehwindet  nach  §.  1.  keine  der  Differenskn 

;«  — ^,  »,  —  ^o  «2  —  ^»>  «f«  — *t>  ••  •  • 

und   diese  Differenzen  sind  sämmtlich   positiv.     Also  verschwindet 
offenbar  auch  die-  Summe 

dieser  Diffierenzen  nicht  und  ist  positiv.    Weil  nun 

{a  ~b)  +  (a\  —  bx)  -♦-  («,  —  b^)  4-  K  —  b^)  4-  . . . . 

=   (»  +  «i  -f-  «a  "H  «,+-.•)•""  (^  +  ^1  •+•  ^»  +  ^,  4-  ...  .) 

ist^  so  verschwindet  auch  die  Grösse 

(«  +  «1  -4-  «a  -h  »,  +  .  .  .  )  —  {Ä  rl-^i  +  ^a  -f-  ^,  -i-  .  .  .  ) 


nicht  und  ist  positiv,   woraus  sich  nach  §.  1.  unmittelbar  ergiebt^ 
dass 

«  +  »I  -H  «a  +  »1  -h  . .  .  >•  ^  H-  ^1  +  ^a  H-  ^,  +  . . . 
ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

t 

§3. 
ZfiS€ft%,    Wenn 

a-^^b^  i^i'^byy  Äa-^Äj)  ^t'^b^y  .... 
ist^  so  ist  auch 

»  -fr  «1  +  Ä,  rf-  «Pf  +  .  .  .  •<  ^  -f-  ^i  +  ^a'+  ^»  "4"  •  .  . 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  offenbar 

^  >«,  Ä,  >-ai5  ^a  >^^a)  ^t  >■<»«>  . ..  • 
ist,  so  ist  nach  $.2. 

b  H-  Ä,  +  ^a  +  ^*  +•••>«  +  ^1  +  <»a  "H  »»  -f- .  • . , 
und  folglich 

a  +  a^  -f-  «a  +  «g  -f- ...  <  b'+'bi  -|-  ^,  -f-  ä,  -f- . . . , 
^e  bewiesen  werden  sollte. 
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Lehrsatx.    Wenn 

«  =  /?,  ai=/J,,  a^  =  ß^^  o,  =z=/J,,.,. 
ist,  so  ist 

«  +  «1  +  »2  ~^"  ^t  H~  •  •  •  ~H  «  +  «I  +  «a  +  a,  +  • ... 

Beweis.    Weil  nach  §.  2. 

ist,  so  verschwindet  die  Differenz 

(«  +  «,+  «a  +  »»■+••• .)  —  (^  +  Ä|  +  ^»  •+•  ^s  -I- . . .) 


nicht  und  ist  positiv.    Nach  der  VoraussetsuDg  und  nach  §.  1.  ver- 
schwinden die  Qjperenzen 

sämmtlichy  und  es  verschwindet  folglich  auch  die  Summe 

dieser  Differenzen,  d.  i.  die  Grösse 

(«  +  «!+«,  +  «,+...)  —  (ß  +  ßi+ß^-hßt...). 
Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Summe  der  Differenzen 

(a  +  ai  +  «2  •+-«!  + ••.)  ""  (^"*-^i  +^2 -f-^s  "+••••) 
und 

(«•+■«1  +«2  -*-«!+••.)  —  (/J  + /?!  +  i?2  H- /?s  H- .  •  •)» 
d.  i.  die  Grösse 

(a  +  «1  -+-  Äjj  -h  Ä,  H-  .  . .  +  a  -H  «,  +  a,  +  a,  +  . .  .1 

—  (Ä  +  ^1  +  ^2  +  ^1  +  •  .  •  +  /^  +  /^i  -I-  /^a  +  /J«  -I- . .  •) 
nicht  verschwindet  und  positiv  ist.    Folglich  ist  nach  §.  1. 

»  +  «1  +  «^2  +  ^»  +•••"♦"<*  +  "1  *H  «2  +  «t  +  •  •  • 
>  Ä  H-  Ä,  +  Ä,  +  ^,  +  . .  .  +  /J  +  /Ji  +  /Sa  -h  /9,  + . . .  > 

wie  hewiesen  werden  sollte. 

§.  5. 
ZuMatx.    Wenn 

a  <  ^,  ^1  •<  ^i>  ^'2  *<  ^2>  ^1  *<  ^i>  •  •  •  > 

o  =  /?,  «1  =  /?i5  a,  =  /?3,  «,=/?,,... 

ist,  so  ist 

«  +  «I  -4-  <»a  +  «t  +  . .  •  +  «  +  «1  +  «2  +  «I  +  •  •  • 

<^  +  ^, +^2  +  Ä. +...  +  /^  +  /?i4-iJ2+/J, 

W^eil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

Ä  >►  a,  Ä,  >  a,,  ^3  >  «2>  *»  >  »t> ; 
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ist,  Ao  ist  nach  f.  4.  ^ 

>  a  +  «i  +  «a  +  AT,  +...  +  «-+-«,+  a,  +  a,  +  ...  , 
und  folglich 

a  -H  «1  -+-  «3  +  flf,  .  .  .  +  a  +  a,  -|-  «^  +  ce,  -f-  .... 

-<  ^  +  ^1  H-  Ä,  +  Ä,  -I-  . . .  +  ^  -I-  /?!  H-  /?»  +  /Jj  -f- , 

"wie  bewiesen  werden  sollte. 

LeArsat»,    Wenn 

a'^  h  und  «,  ^  ^1 

>si,  so  ist 

a  —  Oy  >  Ä  —  ^,. 
Beweis.     Weil  nach  der  Voraussetzung' 


«>Ä 

und  Ä,  -^  «1 

ist. 

SO  ist  nach  §.  4. 

*^eil  nun 

a  +  b^ 

,  >-^  +  flfj. 

% 

— 

»1—^1 

i  —  —  »1  —  <^i 

«st. 

so  ist  nach  §.  4. 

*«•    i 

• 

»I  —^i 

>•  ^-f-  «,  —  a, 

a  —  Ä, 

>Ä-Ä„ 

^i* 

bewiesen  werden  sollte. 

X 

Zusatx.     Wenn 

f.  7. 

—  a,  —  Ä,, 


a  -^  b  und  «i  ^^  ^j 
^^t,  so  ist 

»  «,       <      Ä    ^,. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

Ä>»  und  b^  ^  ^1 
^st,  so  ist  nach  $.  6. 

b  —  by  ^  ^  —  «D 
tind  folglich 

Dirie  bewiesen  werden  ^sollte. 
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•      §.8. 
Lehnaix.    Wenn 

azzzb  und  <r,  ^  ^, 
ist,  so  ist 

a  —  a^  '^  b  —  ^,. 
Beweis.    Weil  nach  der  Voraussetzung 

a  =  ^  und  ^1  <^  «r, 
ist,  so  ist  nach  §.5. 

We;l  nun 

—  «1  —  ^i  =  — «1  —  ^1 
istj  so  ist  nach  §.  5. 

»  +  ^i  —  «I  —  ^i  <  Ä  -I-  «,  —  a,  —  ^,, 
d.  i. 

a  —  «1  <  Ä  —  ^1, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  9. 

2$u9at%.    Wenn 

0  =  ^  und  0,  ^  h^ 
ist,  so  ist 

»  —  «,  >  Ä  —  ^,. 
Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

6  =  a  und  h^  ^  a, 
ist,  so  ist  nach  §.  8. 

b  —  b^  <  a  —  a,, 
und  folglich 

a  —  «1  >  Ä  —  ^,, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  10. 

Lehrfat».    Wenn  die  Grössen 

^j  «i>  «^s>  . . .  «r»;  ^,  Äi,  ^,,  ...  bn 
sämmtlich  positiv  sind,  und 

a'^  b^  a^  '^  biy  «»  >  ä„  .  .  .  a«  >  bn 
ist,  so  ist  auch 

«MTi    a,   .  •  .  «Fm  ^  2^,    ^2  .  .  •  ^M. 

Beweis.    Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Differenzen 
«  —  Ä,  «I  —  ^i>  «Ti  —  *.,  a,  —  ^„  .  .  .  . 
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.     Kfweis.    Weil  nacL  der  Voraussettoeg  ' 

ist,  80  ist  nach  §.  10.  und  %,  12.' 
un^  folglich  Dach  f.  14. 

wie  bewieseo  werden  sollte. 

'   §.  17. 

Zu9at%.    Wenn  die  Grössen  a,  6;  a,,  b^  sämoitlich  po- 
sitiv sind  und 

«  ^  Ä,  1»,  >•  Ä, 

>st,  in  dem  Falle  ar=^  aber  die  Grössen  tf,  ^  nicht  ver» 
scitwinden,  anch  nicht  f/^  =0  ist,  so  ist 

«^       ^ 
Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

*'^>    80  ist  nach  §.16. 

7-  >■  — j  'also  ~  <  T  9 

^^^  bewiesen  werden  sollte. 

§.  18. 
LeArsat»,     Wenn    die  Grössen  a,   h  positiv   sind   und 


^ b  ist,    so   ist   «»>'Ä'»    oder    «»*  <  ä«,    jenachdem   das 

^  Tbt  verschwindende  «»  positiv  oder  negativ  ist. 

^  Beweis.     Weil  die  Grössen  a^  b  positiv  sind  und  m^b  ist, 

•^    ist 

'^Iso  ist  offenbar 

(A)- <  1  .d»  (^)- > ., 

^^nachdem  das   nicht   verschwindende  n  positiv  oder   negativ    ist. 
^^cil  nun 

^Ht,  80  ist 

— <1  oder  sr>^ 

18* 
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nmi  £»lgjich 

IV« -h  ^«  =:  2«^. 

♦.  22. 

.    Le/irsai»,     Wenn,    unter   der   Voraussetzung,    dass   n 

grösser  als  die  Einheit  ist,  die /i  Grössen  a^  b^  c,  d,  e^ 

nicht  sämmtlich    unter   einander   gleich    sind,    und    der 
Körie  wegen 

und 

JS"  ==:  a^  +  »<J  +  ad-i-  «^  +  . . . . 

-I-  /^€?  -f-  Äijf  +  ^tf  -f-  . . . . 

-^  cd  -h  ce 

+  de 
gesetzt  wird,  so  ist  immer 

(ä  —  1)  ÄT«  >  2m2. 
Beweis.    Nach  dem  in  §.  21.  bewiesenen  Satze  ist 


•  •  •  • 


.... 


iß*'hc*^26cy  Ä»  +  i/»^2^€/,  Ä»+^»^2Ä^, .... 

c^-hd^  ^"^d,  c»  -h ^'  ^2ce^ .... 

//^  +  ^*  ^  2<Äp, .... 

.  ^il  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  a,  ^,  r,  d,  tf, . . . . 
^^lit  sämmtlich  unter  einander  gleich   sind,    so   sind  im  Vorherge- 
^^den  nach  §.  21.  nicht  überall  die  oberen  Zeichen  zu  nehmen,* 
.5^^  man  erhält  also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  ad- 
^^**t,  nach  §.4. 

(»  —  1)  (a»  H-  Ä»  +  c»  +  </»  -h  ^»  4- )  >  2Z 

"  ^0  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Grösse  2(n  —  1)^  addirt, 
<h  §.  4.  auch 


ni 


j^       (i,  —  1)  (^3  -f.  ^a  +  c»  -I-  </»  +  ^»  + +  2^)  >  2nS. 

^n  ist  aber  bekanntlich 


i«r«  =  a»  -f-  ^a  +  c»   ^  fp   ^  e*   + 

+  2ad  -f-  2ac  -f-  2«//  +  2«^  •+- 

+  2^  -+-  2Ärf  -f-  2^^  + 

+  2cd  -\'2ce  + 

-H  2«fe  -H 

.  i. 

iS^»  =  «»  -H  ^»  +  c»  +  i/»  -f-  <?»  H-  . . .  -H  2^> 

Xind  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

(»  — 1)  iy»>2«J, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 
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iwj* -4-.  Ä"  >■  «*  H- «M»'^*^. 

wie  Jbfwie^eB  werden  sollte. 

An^nerkung.    Für  ^  =  1  ist  offenbar 

Für  «  =  ^  ist  inmer 

ISO»  -H  A"  ::;^  a»  -f-  na^-^b  =  (»  -|-  1 )  a«. 

§.  24. 

ZuMatx*    Weil  nnter  denselben  Voraussetzungen  wie 
vorher 

««»  -f-  ^  >  a*  +'!»«'•— *^, 

ist,  80  ist  naeh  §«  6. 

iw»*  +  ^  —  ^  -^  jw»«— 1^  >.  «n  ^  na**-^!^  —  ^  —  ««"^^Äj 
d.  i. 

fu^  —  iw— 1^  >  «**  —  b^ 
oder 

^iridirt  man  nun   auf  beiden  Seiten  durch  die  positive 
^iMisse  t^y  so  erhält  man  nach  §.  14. 

§.25. 
Leirsat%.    Wenn  die  Grössen 

^15   ^a>   Äjj   tt^^,,»mitn 

P^cht  sämmtlich  unter  einander  gleich   sind   und  #•  ^  1 
^^t,  so  ist  der  absolute  Werth  der  Summe 

flf,  -+- »a  -+- Ä,  -f- »4  -4- .  ,  ,  +  ÄJI 

Jederzeit  kleiner  als  das  Product 

^    \  Beweis.    Ohne  alle  Schwierigkeit  erhellet  die  Richtigkeit  der 

(«,  H-fl?a+a,  -t- «4 +  ...-+•««)' 
(«,  —«,)»  +  («.— .»,)»  +  («,  —«4)* +.•••+  K  —  ««)* 
-f-  (flP,  --  «?,)*  rf*  (ifa  —  A4)*  4-  .  ...•+•(«,  —  ««)* 

+  (^3   —«4)*  -+- +    («J     —    ««)' 


▼f^eil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 
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ttiy  a^y  Otf  a^y  ..•»0n 

Dicht   sämintlich  nnter  einander  gleich  sind,  so  yersehwindeB  die 
Differenzen 


I     ^ 


nicht  sämmtlich,  und  es  ist  also 

(»1  4-«aH-»t  4-»4  4-'*-«  +  «^)* 

folglich  ist  offenbar  der  absolute  Werth  von 

»1  rH  «a  -f-  <»i  +  «^4  +  •  •  •  +  0n 

kleiner  als 

V/ü  .  l/(»i'  +  »a'  -H  »,*  +  »4*  +  •  •  •  -*-  »!•'), 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.    Wenn  die  Grössen 

»1,    ^29    ^85     ^45   •   •   •   •  ^« 

sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  aus  demEie- 
weise  des  obigen  Satzes  leicht,  dass  der  absolute  Werth  dbt 
Summe 


««») 


üi  *t-  l^a  ~f-  ^i  "T"  ^4  "T"  •  • 

der  Grösse 

\/n. 

.  l/K*  +  «a*  +  «•*  +  «4* 

gleich  ist. 

§.  26. 

Zusatx, 

Wonn  die  Grössen 

^ij  ^2J  ^«>  ^4>  •  •  •  •  ^n 

nicht  sämmtlich    unter   einander  gleich  sind   und  i»>^ 
ist,  ao  ist  der  absolute  Werth  von 


Äj  -f-  ff  8  +  A4  -f-  .  •  •  .  +  €ht 


n 
kleiner  als  die  Grösse 


V 


n 


§.  27. 

Lefirsat».    Wenn  «  ;>  1  ist  und  die  Brüche 

a^     a^    £fg     a^  an 

«1      «2'    «j'    «4  ccn 
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oder 


&,    Mau  aebme  »mb»  welches  offenbar  inmer  «öglich  ist,  m  so 
groaa,  daaa  2**  ^  m  oder  jm  ^  »  ist,  und  setze 

=  jt. 

ti 

Duun  Ut  Buck  4. 


'^V,W,W4 


l<li  ''^  ^  -^  <*a  "4^  ^%  "^  *  "  *  Hh  <fai  ^^  *»  -^  A"*^ 

d.  l«  weii 


ist, 

und  foJgKcby  weuu  «au  auf  betd^ra  ^Miten  mit  id*^^  dnridirt, 

üia^a^a^  .  .  .  «H-^Jt*, 
d.  i. 

«i«a»3«4  •  •  •  ««<( 3* 

oder 


wie  bewie&eu  werden  sollte.  _ 

Anmerkung.      Wenn    die    Grössen    «i,    a^y   a,,   «4»..*fk 
säuiuitlich  uuter  einander  gleich  sind;  so  ist  offenbar 

V  a^a^a^u^  .  .  .  ««  = 


7» 

*.  30. 

Zmsatx.  Wenn  a  und  b  zwei  un-gleicbe  po«i^^^ 
Urösseu  und  iw  und  f^  zwei  positive  ganze  Zahlen  tio*-^ 
so  ist  uacb  $>.  29t. 

oder 
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Q^s=:ßi{QiHy  gaiy  qa^,  Qa,,  Qa^,  . .  .  .), 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

$.  38. 

Lehrsatx^    Wenn 

A'=iM{a^  «1,  «a>  ^ij  <'4>  •  •  •  •) 

ist;  so  ist  fiir  jedes  q  mit  Beziebung  der  obernf  nnd  od-     \ 
tern  Zeicben  auf  einander 

Beweis.    Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 


«,   ITj,   flPaj   <»ij   »4» 


seien  respective  a  und  ^;  so  ist  nacb  der  Voraussetzung  und  nach 
^.  33. 

Also  ist  nacb  $.  35.  das  Product 

und  fblglicb  offenbar  aucb  das  Product 

positiv.    Daber  ist  nacb  f.  36. 

Weil   nun  die  Grössen  adb^  und  ;^=!i:^   offenbar  beide  unter  den 
Gliedern  der  Reibe 

»  ±  ^,  »1  db  ^,  «Ta  =i=  ^j  «»  —  ^>  «4  —  ^>  •  .  •  • 

vorkommen;  so  ist  nacb  §.  34. 

Azk:q  =  M(a  db  ^,  «i  ±  ^,  er^dbiq,  a^ztzq, ), 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  39. 

'JLe/irsatz,     Wenn    die   Grössen    «,  a^j  ^r,,   »,,  a^y  .... 
sämmtlicb  positiv  sind  und 

A  =  M(ay  Ä,,  a^y  «r,,  «r*,  .  .  .  .) 

ist;  SO  ist  für  jedes  q 

AQ=M{a9,  «?!?,  a^Q,  a^Q,  a^9, ). 

Beweis.    Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

Ä)    Uli     ^29    ^19    ^4>     •   .  •   • 

seien  respective  a  und  y^  so  ist  nacb  der  Voraussetzung  und  nach 
%.  33. 

Ist  nun  A  einer  der  beiden  Grössen  ce,  y  gleich,  so  verschwindet 
das  Product 


200 

und  l»t  falf  licli  poaiti?.     lat  dagegen  A  keiner  der  Groaca  n^  ^^ 
W^U  nun   niioli   der   Vortussetsung  o  MntiY   ist;    ■•    iit   uck 


J^Ä^kdwÄ  f  >1  •d^r  ^<1  bl»    Fir  f  =  1  wii 

Ist— HXr'-e'^ 

tP^  tP^  tj*^  ^''^   ^^»   -  **  * 

^iiait4%tfs^     W^dti  <:#^  i#x,  4#>,  :«,j  «^  .  .  .  .    pa«itiir«  Crit- 

%<^J*    S.tl44    l4ltU 

i  :=^.yfc#^  *#,,  itw^   «^  41^,.  ^.  .  .i 

\\i^    i^  -Wf/to^  A  '^«*«  ^>.  '<^  ^-,  Iwp  «»• h- 

f^^^iii^     \)i^  !il««ites<^  umi  y^üce  *4»ier  int 

%    =♦*>-  ■■^%*^  ^9»    ****     .... 

•i%5^  <*— i^ifc  it  (1%^  .J'^itfr  r^> 


^         •     ' 
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oder 


•  •  • 


gleiche  Voneichen.    Daher  ist  das  Prodnct  • 

/  4S  "^*  Wj  '■^~  l^j  "^  Äj  — f—  •  •  •  «x    *4i    f    w^    I  ■  Äj    I    •  j  -^^  •  •  •  %  \ 

positiv»  und  folglich  nach  ^36. 

A    .     A       ■    i      .    A       .  =  ^«>   y> 

Also  ist  nach  §•  S4.  aach 

« 

wie  bewiese*  werde*  sollte. 

^  43. 

Znsati.    Setmt  aan  ioi  Torigea  Satae  A     6^^=6^'^=S^=^^y 
«ad  heaeiehaet  die  Ansah!  der  in  jeder  der  hadea  Reihea  «,  «„ 

««>  «»>  *  * ' :  ^*^  ^>  ^»»  ^a>  ^a>  •  •  -  *  eathalteaea  Glieder  darch  »; 
so  ergieht  sich  aas  desi  Tarigea  Satze 


^l>  ^i»  •»» 


wo  «,  «I»  «,»  «,> ....  gaam  heliehiR  GrisaeB  hezeichBea. 
Uieraas  sieht  Maa,  dass  das  ariUaKtische  Mittel 


swischea  dea  •  heliebigea  Grossen  «,  m^^  «,,  m^^ ....  ia  derThtt 
jederseit  eiae  Mittelgrosse  swischea  diesen  Gtossea  ist. 

^  4L 
Xasati«    Siad  die  Eriche 

^    ^    f2    ?i 

^'  V  V  ^x 

«iuaaitKch  aater  eiaaader  gtetch^  s»  filh  jede  Kttelgrosse  zwischei 
U^u^Mi  aiftt  ihaea  ^Ibst  i-iTwaira .  and  es  ist  Mgtich  nach  §.  42. 
l|4lk^^  die&er  %'oraasselaag 


if  ^  äy-^6^^&^^ i        ^1        ^t       ^,        ■  ■  * ' 

^UHi4t4.  Sind  i^N  (>,>  i>»>^»> heliebige  Grissen  nit  einer- 
lei VMC^^ich^a;  so  haWtt>  da  ;»itch  die  Grössen  Sy  i^«  i,,  ^,,  ...• 
H^l^ÜftW  \uit4^h«a  haWn^  aach  di«  Iftodakte 

%  ^X^X-  ^1^^^  ^>^>> 

'^^M^W^^'^  ^u^4'l^i  >  t^nt#iv^a>  and  e»  ist  6i%ikk  nach  §»  4SL 
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COS   ""—Z ^^^^  C®* Z 'i 

.     ma>*f-2x7r          .    «ita»:l=2(Iu-f-i«')7i 
fliD         ^ =  sm  -^ ^- — - — ; 


^  i«t  weil:  it  =  2f»  ist, 

cos  -^ =  cos  (    ^  ^  ^    ±  X^), 

.     mqr -f- 2x7r         .    .mtf^riz^'n   ,    ^    J 
sm  — ^ =  sin  (        ^"    ±  Ajr). 

Ist  nun  X  eine  gerade  Zahl,  so  ist 


mtp  +  2xn  mg*  =1=  2iu';i 

cos  =  cos  -    ■        — , 

sm  — ^ =  sm — -* — ; 


Hdi 


fif m  -1-  2xn    .      .    lüiqr  -f-  2x7i  .  > r 

cos 1-  sm  —^ V  —  1 

n  fi 

=  eos  221±3iÜ!  ^  sin  «2:±^  v/^TT, 


9s  '  n 

m(t  -f-  2x7»  .    «i7>  -I-  2x;r  ■  • — =- 


«•»■         «  -        n 


n 


V^l 


'm  aber  X  eine  ungerade,  also  A+1  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man 


cos 


.      Htm  ^  2xn  .       i  I77<7>  d=  2tCn 

im  '  ■   ein      <  * 


,8in      '^    '  =  sin   j  — ^^ ■ —  ±  (A.  +  1)  tt  qp  ;r  j 

o^er 


COS  -^-^—  =  COS   j  -^ ^ ^^^  =*=  (^  +  IKJ, 

sm  --^-^ =  sm   { -^p- ^  (A.  +  l);r  j 

^«tzen.    Dann  ist,  weil  ^  +  1  eine  gerade  Zahl  ist, 

wcp  -4-  2x71  «ly  =F  2(iU  —  u*)n 

cos      ^^         =  CQS  —^ r~- ^- , 

n  n  ' 

«•«  *»y -4-2x7» ^.^  »iyqF20  — ^> 

sm  ;- r=:£Ui , 

^nd  folglich 

«top  -4-  2x3»               «ia>  -4-  2»7r  t  >       j 
cos  — ^ ■  H-  sm         ^ V —  1 

,       =  CO.  "^  '^  '»  -^  +  sin  «"^  '^  ^Q*  - 1"'^"  \/Zrr, 


ao4 

Adb  dieier  Darttenmig'  geht  deutlich  hervor,  Atmm  wmm-h 
Gleichung 

■■  •  

^coayitsiiiy  K  —  l)*=ciMi--2-^^ =£:gm  ^^ K- 

hlosB 

«  =  0,  db  1,  =fc  2,  db  3,  .  .  .  .  db  f* 

SU  setzen  hrsucht,  weil  nach  desi  Vorhergehenden  unter  den  ' 
then  von 

(cos  )p  db  sin  9  V/ —  1)*, 

welche  sutn  auf  diese  Art  erhält,  in  der  That  alle  übrigen  ös 

ten  sind. 

Für 

*  -I         — 

(cos  f  +  m^  \/ —  !)• 

erh&lt  aan  auf  diese^Art  die  folgenden  Werthe: 

«OS— +  «0  — j/ZTi, 
COS         ^ h  sin  ^  ^ —  K —  1, 

cos  _ h  ttu  — ^^ K  —  J» 


n 
cos  '    '   _ —  -I-  sin 


^ ■    -in  — -^ y^T  *> 


u.  s.  w. 


JBI9  db  ÜTf                    JBI9  =fc  *Of  I  •        - 
■     -in  — I |/^ —  Ij 


COS —  -f-  Sin 

n 


und  ebeii  so  erhält  man  fiir 

(cos  9>  —  sin  1/ —  1-^ 
die  folgenden  Werthe: 

cos  ^  —  sin  ^  y—  1, 

«sodb2flr         .     iit9>db27r  .  • — =• 
cos  -^ «in  -^^— —  K—  1, 

cos  -^—  -  sin ;j—  W-  1, 


COS 

IV- 

tt.  So  W. 


.« 
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oder 


.....  ^         n  n  •' 

mq>  db  271               «ig>  =fc  2n  .  • — =- 
cos  — ^^ —  sin— ^^ V — 1, 

ni(p  db  471  .     mg»  db  47i  .  y =- 

cos  —^ —  sin  — K  —  1, 

m(p  =fc  671  .     mw  =b  671  >  y — r- 

cos  — -^^^ sin         _ —  K  —  1, 

U.   5.   W* 

iwy  =4=  {n  —  2)7t  »ly  =fc  (^  —  2)7t  .y r- 

cos —  sin -: 1^  —  I. 

n  n 

11.  n  sei  eine  ungerade  Zahl,  nämlich 

jf  =  2/ii  +  1. 
tJeberhaupt  sei 

^o   ^  eine  positive  ganze  Zahl  und  (a'  -^  2fi  -i-l  ist,  so  bt 

«ia> -1-2x71                »iQpi  |(2a-f- l)A-f-/i't7r 
cos  — ^^ =  cos  — ' —-^ ^--^— , 

sin— '-—^ =:8in  ^      ^T  ■        ; 

n  «  ' 


^-  i.,  weil  «  =  2^  +  1  ist, 


cos  =  cos  (— -^^ ^  db  ATT), 

'    .     JWO)  -+-  2x71           .     ,«10)  db  u'n    ,  ^    ^ 
'    sin  — -^^ =  sm  y-^ —  ±  /jt). 

Ist  nun  X  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

cos     ^     ■ =  cos  — -^ *-— 

n  -n 


Ujid  folglich 


mofc  +  2x71  mtop  ±  li'Tr 

sin  =  sin  — ^^ *--- . 

n  n       ' 


«i«.  -t-  2x7f  .     mtp  -f.  2X71  I  y =• 

cos  h  sin  — ^ K  —  1 


■  * 


=  cos  —^ ä- h  sin  — ^ ^--—  V —  1, 

mgi  -f-  2x71  .     fWQp  -f-  2x7i  ■  / =■ 

cos  —2.^ sin  — ^ K  —  1 

w  n 

r 

=  cos  — ^ ^- sin  — ^ ^-—  K —  1, 


wobei   man  zu  bemerken   hat,    dass  in    diesem  Falle,    wegen   der 

(5leiQlH»Pgp .       V      ^ 

20  • 


309 

Piir 


m 


(cos  y)  +  Bin^  \/ —  l)** 
^i^hält  man  auf  diese  Weise  die  folg^enden  Werthe: 


cos  — ^  H-  sin  — ^  K  —  1), 

n  n  -^ 

cos  —^ h  sm  -^ V  —  1, 

«HO»  db  471  .     «top  ±  471  I  / 7 

cos  — ^^ h  sm  — ^^ K  —  1, 

cos 


mtf  =fc  ÖTi          •    fn(t  db  OTT  I  /      - 
__i j«  gin  —L v^ —  1 


n  n 

u.  s.  w. 

cos  -—^ ^^^ ^  +  SID  -^ ^ —  K  —  1 ; 

^nd  eben  so  ergeben  sieb  für 

m 

(cos  9  —  sin  5p  1/ —  1)" 
4ie  folgenden  Wertbe; 

cos  — ^  —  sin  — ^  K  —  1, 

m®  db  271  ,      m(f>  db  271  •  > r 

cos  — ^ sm  — ^^ V —  l, 

m(p  rfc  471  ,      tnw  rfc  471   I  y — =■ 

cos  —^ sm  —^ V —  1, 

n  n 

m(f:^^n          ,     »iflprfcÖTr  ■• — =- 
cos  —^ sm  -—^ K  —  1, 

u.  s.  w. 

mw  ±  («  —  l)7f         .    «iGP  db  (ff  —  \yn  I  y      j 

cos  —^ ^^ ' sm  -—^ ^^ —  K  —  1. 

n  fi 

In  jeder  dieser  beiden  Reiben  sind  offenbar  n  Wertbe  entbalten, 
und  es  fragt  sieb  nun,  ob  in  jeder  derselben  alle  darin  entbaltenen 
»  Wertbe  sämmtlicb  unter  einander  ungleicb  sind.  Sollten  aber  in 
einer  der  beiden  Reiben  zwei  Wertbe  einander  gleicb  sein,  so 
müsste,  indem  weder  2V,  nocb  2V^  grösser  als  n  —  1  ist,  entweder 
zugleich 

m(pdz2X'n              m(pzh2k"n     .    mg>zh2X'n         .    m(pdb2k"n 
i.os  =  cos  -^ ,  sm  —^ =  sm  ■      ^ 

oder  zugleich 

mg>  db  2JL'7i               mw  qp  2X"7t     .    mtp  ±  2il'7f         .    mg>  =F  2X"n 
cos  — ^— r =  cos ,  sm  — ^ =  sm  ■         ■ 


sein.    Im  ersten  Falle  erhält  man  wie  in  I. 

±(X'  — A")  =  «», 
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im  zweiten  dattegen 

db  (;L'  +  X")  =  %n. 

Beides  ist  oDmöglicb ,  weil  weder  X',  noch  yP  grösser  als  \[n  —  1) 
ist.  Daber  sind  die  in  jeder  der  beiden  obigen  Reiheo  entiialtenei 
Wertbe  sämmtlicb  unter  einander  ungleicb.  Die  erste  Reihe  liefert 
n  sämmtlicb  unter  einander  ungleiche  Werthe  ?on 

(cos  9  +  sin  9>  k-— !)• ; 

die  zweite  Reihe  liefert  n  sämmtlicb  unter  einander  ungleicbe 
Werthe  von 

,  (cos  9  —  sin  9p  \/ —  1)*. 

§ 

III.  Fasst  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  man^  um  die  sämmtlichen  n  unter  einander  ungleichen  Werthe 
der  Grösse 

(cos  9  ±  sin  9  \^ —  1)" 
zu  erhalten,  in  der  Gleichung 

(cos  9  =!=  sin  g>  k  —  li"  =  cos^ ,±  sin  —^ k  —  1 

die  Grösse  x  nicht  grösser  als  +  ^n  und  nicht  kleiner  als  —  \» 
zu  nehmen  braucht,  so  dass  man  also  für  x  immer  bloss  alle  die 
Ton  —  \n  bis  +  i ^  sich  findenden  ganzen  Zahlen  zu  setzeo 
braucht,  wobei  man  jedoch  zu  bemerken  hat,  dass,  wenn  n  eine 
gerade  Zahl  ist,  der  erste  und  letzte  der  auf  diese  Weise  erhalte- 
nen Werthe  von 


m 


(cos  9  ±  sin  9  V  —  1}* 

einander  gleich  sind,  in  dem  in  Rede  stehende n^'alle  folglich  immer 
der  eine  der  beiden  in  Rede  stehenden  äussersten  Werthe,  etwa 
der  letzte,  d.  i.  der  dem  Werthe -|- -J»  von  x  entsprechende  Werth, 
weggelassen  werden  muss.  Befolgt  man  diese  Regeln,  so  erhält 
man  immer  n  sämmtlicb  unter  einander  ungleiche  Werthe  von 


m 


(cos  9  ±  sin  9  K  —  1)". 

§.57. 
I.  Soll  man  die  imaginären  Grössen 

in  einander  multipliciren^  so  bringe  man  dieselben  zuvörderst  nach 
§.  52.  auf  die  Form 

Q  (cos  9  zt  sin  9  V —  1), 

q^  (cos  9i  ±  sin  9^  V^—  1),        ^ 

Q^  (cos  93  ±  sin  9a  l^r-  l)j 

^,  (cos  9,  db  sin  9,  k —  1), 
«.  s.  w. 


I 


3U 

Dbnn  ist.nack  f...$3.     ■  ., .  .••  .   ,,        •.,:;.-,•-■   ..  »'■  v.  ;r;;/' 

•■"■■■•■        .  >  ■       ;   ■■■■  ■  •      •    .■■-i'y ^      ■■'•'«.■;   :.  ;     . 

II.    Soll  maD  die  imaginäre  Grösse  admßv—^l  durch  die  ima- 

ffinäre  Grösse  a,  ±/9,k — 1  diyi4ireii;  8»  bringe  man  diese  beiden 
Gl  rossen  nach  $.  52.  erst  respeciiye'  auf  die  Form 

^(cos  ^db4siq  y>V^ — 1)  und  ^,j(cos  9.1  zfcsjii  y^V^ — 1). 
Dann  ist 

tt  d=  jSk  ^  1      .     ^       COS.  y  sjbjsin  y,V^ —  1 

a,db/?iV/ — 1  Qi     cos  9»!  dbsin '^iV^ — 1 

oder 

—        .y — =•  =  ~(cos  yzfcsin  yl/ — 1)  (cos  ^izbsin  9)i\/ — l)""^* 

Weil  nun  aber  nach  §.  54. 

__ .._  ■  '.  .    ..• .  « 

-  (cos  gp^rtrsin  y^W—  l)--i=±=cos  ^pitipaiii  y,!/ — 1 
ist;  so  ist  -  r,^ 

— ^~     ,  TI— =  =-^  (cos  cp dbsin  al/^1)  (cos  g).q=sin  cp,l/^ — 1) 
«jd=i5,l/— 1        Qi        .  ^       .        ^        ^   ^^        /^    . 

■•     ■  ■  •     .  .         '*i     .  ■  , . 

oder  , 

''^t  \7-^  =  ~ (cössp±siDyl/=l) {co6(-y,)=tsftj(— yjV/'^ !, 
und  folglich  nach  §.  53.  ' -'    '      ..;".: 

IlL    Soll  man  die  imaginäre  Grösse  a  ±  ßv  —  1  auf  die  nte 
Potenz,  wo  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  soll,  er-   , 
heben;  so  bringe  man  dieselbe  nach  $.  52.  ivieder  zuerst  auf  die 
Form 

^  ^(cos  ydhsiri  (p[^ —  1). 

Dann  ist    .. 

(a db: ß\/ —  l)»*  =  q^{cos' y zb sin  yK —  1)«, 
und  folglich  nach  $.  ä4.  ^    -'  *' 

(a  ±/?l/ —  l)'*=^'»(cos  »5p±sin^yV/ —  1), 

ly,,  .Auch  wenn  man>. die  imaginäre  Grösse  a zJb/^V^— :  1  auf 
die  Potenz  mit  dem  Exponenten  —  erheben  soll,  bringe  man  die- 
selbe nach  ^.  52.  zuerst  auf  die  Form 

^(cos  yisin  yK  —  1), 
und  unter^c&erde  dann  die  fügenden  Fälle. 


S12 

1.    Wenn  m  eine  gerade  Zahl  ist;  so  hat  nach  §•  56. 

die  folgenden  n  sämmtlich  von  einander  verschiedenen  Werthe: 

±  ^^(cos  taSi + sin  22  l/ITT), 

o*(cos  — i^ i-sm  — ^^^ K  —  1), 


mg>dzkn        .     myds^Tr 


^»(eo8  -^£-jjj i-sin  — ^-^ — K  — *i), 

m 
^«(cos  -^2L- j.sin  -I2-- K— 1), 


4» 

U.   S«   W. 


^>«(eos  — i- — ^- ^^sm  --^ — ): —V—lh 


und 


m 


hat  die  folgenden  n  sämmtlich  nnter  einander  ungleichen  Wertlx 


db?»(cos22:_8in^l/::n), 

m 

"T/        mo)  =fc  271         .     map  rfc  271  ■  •— tv 


m 


fn(p  db  471         .     mtpzizAn 


m 


p»(cos  2»^^  _  sin  S=^  V/riT), 

fTtOP  ::l=  671  .      tn(p  db  Gtt 

^^ Sin      - 

n.  s.  w. 


<,»(cos  22^i!ü  _  sin  22^^  v/ITT), 


o"(cos  —2^ — ^ sm  --^ — ^^ —  K  —  !•' 

2.    Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist;  so  hat 

die  folgend'en  n  sämmtlich  nnter  einander  ungleichen  Werthe: 


Äco^^  +  sin^V/^). 


m 


V^). 
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in 


^  «"/         «»y  db  6w  ,     «top  =fc  6?^  I  y =-. 


U.  8.  W. 
m 


^"»(cos  "t — i ^  +  fiin  —^ — ^ ^.K  — 1); 


folgenden  n  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 
^»»(gos  --^ sin  ~-^ K  —  1), 

» 

^«(cos  -^-- Sin  -^-- — K  —  1), 

m 
^  n  /  *Wa>  db  ÖTI  ,       ntO)  ±  OTT  I  y— T7\ 

^«(cos  -^ sm  — ^^^^ K  —  1), 

U.   8.   W. 

ß»(cos  '^'*=(*'-'>'  _  sin  t?S±^^J^  V/3T). 

sil  nun  aber  für  jedes  ip  und  ^i  bekanntlich 

(cos  ^ dbsin  ^l/—  1)  (cos  tp,  dbsin  ^,V/— 1) 

=:cos  (^H-tpj)±siii  (V  +  tPi)^^ — 1 
kann  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

?^ H-  sin  5!2  \/:=T=  0,  cos  ^  _  sin  22  V/ITT  =  <P. 

% 

wird,  die  obigen  Wertbe  von 


m 
n 


(«±/?v/-l) 

nf  folgende  Art  ausdrücken. 
Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;  so  hat 


m 


g^enden  n  sämmtlich  anter  einander  ungleichen  Werthe: 


SU 

r 

M 

Ä  W  -'' 


Ott    .    '.     6» 


u.  s.  w. 

91 


m 


ß«0(co8(?^±sin  <iillH)!f  1/37). 

'  r 

Dagegen  bat 
die  folgendeo  n  sämmtlich  «ater  einander  ungleichen  Werthe: 

m 

271    ..       271 


m 
m 


?"Ö).(cosf±.«nfl/=rr), 


'  w  I»  -" 


n  n  ^' 


2.     Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist;  so  hat 


m 


• 

die  folgenden  »  «ämmtlicli  unter  einander  ungleichen  Wertbe: 


m 


e»0(co8  5±8in  f  K^), 

e«ö>(co8S5±^-?!5\/irr), 


3iS 

I 

Dagegen  bat 
^  lolgendeD  i»  sämmtl ich  unter  einander  UDgleicheD  Werth^: 

e»a).(cos^±8in -\/=rr), 


n  >  n 

.1    /      •  .  ■  • 


tn 


2n  ,  ,  2n 
—  ±sin  — 
n  n 

m 


9-®.(i:os^±sin^V/=T), 


in 

ß-ö),(co8  5?d=sin  ^1/=:T), 

Ü.   S.   W.  \ 

m 

.  n  n  ' 

:-    '■'.-      '%.    58.  ,     -r      :;V.  ...;   . 

Lehrsatz,  Der  Modulus  des  Products  zweier  imaci- 
ren  Grössen  ist  das  Product  der  Moduli  der  bei<fen 
ag^inären  Faqtiiren.  ..  /^    '   : ;  . 

Beweis.     Die  beiden  gegebenen  imaginären  Grössen  seien 

sind  die  Moduli  respective 

Das  Product  der  beiden  in  Rede  stehenden  imaginären  Grössen 
nach  $.51.  3. 

d   der  Modulus  dieses  Products  ist  also' 

'  ic««.-?/j.)'-»^(«i».+7»«vr}».  /"'•■;   >• 

Weil  nun  aber,  wie  man  leicht  findet, 
(««.-/S/J.)» +  («/?.+/?«.)»  =(«»+/?»)  {«.'  +  /?.«) 
t;  so  ist  auch 

|(a«.-/?iJ.)»+(«/?.H-|«.)»!if  ===-(»»  +  /?»)»■  («>»-+/?,-)», 
wotmn  die  Richtigkeit 'des  Satzes  unmittelbar  erhellet.    >  :. 

:■!.■■     ■     -^   :,    .-■.-.      .   ■■■:-..    f.  59,     ^..       '.,    ,;,    .  .....■■    ...;    ,     : 

Zftsatx.  Der  Modulus  de^  Products  einer  beliebigen 
inzahl  imaginärer  Grössen  ist  das  Prö'duct  der'Bfoauli 
!rl^eir'iiila^'liilär'en  ^^aetufeii;!   •'.*'    '^r^-:^^ 'v^'  =  ;-i--.;^-''   ^~ 


t      f 


Hl 


[  die  jGl^cbiiii^f^O.  .ge)|i^  in  folgesde  über:     *    . -     •  , 

t  V.     —  -  - .     .  •         -    .  •  •■ 


I.  • 


,.V* 


I   ^^ 


*\ 


i^ 


1^. 


■\ 


•  1  ' 


•■:.<* 


*A  : 


1    .\ 


\\ 


'.    II    ... 


.  .  .  A 


H     .» 


•       -  • 


»     1      '  I 

1 


■\      '  ♦ 


\ 


? 


■•t. 


'§ 


I  • 
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Um  geometrische  Aufrücke  für  die  vier  noch  uBbestimmteo 
CaefBcienten  F^,E\  t^\  F'  %a  erhalten,  kehren  wir  za  der  Giei- 
chan^  §.  1.  2:  iiärfick,  und  setzen  in  jene  nacheinander  a:\  i/; 
a:\  y\  a:\  ^\  x'\  y";  hezeichnen  alsdann  die  Wurzeln  der  rcsul- 
tirenden  Gleichungen  respective  mit  x',,  «'„  %  ^\  «",,  x",,  %\\ 
«"'ij  »'"»»  *"«i»*'''i>  »'%>  *""»;  «O;  haben  wir  zufpJge  der  Kigeo- 
schaften  der  cubisehen  Gleichungen: 

^^  FV  +  ^  V  +  ^") 1) 

^Fy''\'Ea:'^A') 2) 

+  ^y  +  ^^' -f- ^') 3) 

^j/F^^/F^  ^  x^^^%r^  +  »'^»'"'^  =  3(%"*  +  Fa:'y  -h  6?a:"* 

+  /^ji^'  +  i5rar"4-^') 4) 

Subtrahiren  wir  die  erste  von  der  zweiten,  und  dividiren  den  Rest 
-durch  y  —  y,  so  ist 


:     .  «>. 


•  •   .  ' 
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Auch  in  diesem  Ausdrucke  kann  das  erste  Glied  des  zweiten 
Theils,  wie  in  8.,  einfacher  dargestellt  werden.  Subtrahiren  wir 
2.  von  4.  und  dividiren  den  Rest  mit  3(^7"  —  a:),  so  ist: 

Substitoiren  wir  hierin  den  vorhin  gefundenen  Werth  von  F^  und 
den  in  §.  2.  8.  angegebenen  Werth  von  G^  und  gebrauchen  die  im 
Anfange  dieaes  Paragraphen  angegebenen  Bezeichnungen,  so  erhal- 
ten wir  wie  in  10. 


358 


% 

II 


1 


w 

■« 


1 

'S 


's 


+ 


M 


2d. 


^ 

« 


+ 

I 


I 


'S 

M 

1+ 

*^ 
-^ 

M 

M 
M 

+ 

»9 


«5 


Ö9 


M 


M 


Um  endlicb  den  Coefficienten  D  zu   bestiraiftetl,  «etzen  wir 
der  Gleichung  §.  1.  3.  nach  einander  a:\  x' ;  a:\  %    statt  a:  und 
go  folg^  wie  oben,  das«,  wenn  wir  mit  y\,  ^i^  y\i  y" \^  if\^  P 
die  Wurzeln  der  resultirenden  Gleichungen  bezeichneä : 

Diese  Gleichungen    von    einander   subtrabirt,    und    den    Rest   i 
Z(x"  —  x)  dividirt,  geben: 


9S9 


s  dieser  GteicbuDg  finden  wir  darcli  ßinführiibg  der  Werth^  Vöii 
»  v'29  0. 8.W.,  ferner  von  ^,  /^  und  F.  folirenaen  Wertli  rdü  Jffl:, 


r  ( 


II 


<5> 


$> 


■.■\ 

% 

+ 

X 

w 


CO 


+ 

•fc 


I 


f     s 


4 


t 


I». 

I 

I,. 


ti 


■  \ 


i'  , 


::.<  •■ 


■.j,;     •  J    .  - 


i    '   -i?»!? 


::•>'•'     t 


t  t'       • 


»  . '     •    ■»■    . 


1  »  .     •  'Jn    i,i'  ;      y^^ .:  ;i: 


.  t  .'ii 


.  t 
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oder 

gesetzt  werden  kano,  so  ist  nach  dem  Vorherg^hdndeii 


^"^^V- 


oder 

4/'|y(^)-»'^W^— i{  Jj:     "^    //.T      ^        ^ 

Ja:     "^    ^o;      *^         ' 
Lässt  man  nun  ^fa:  sich  der  Null  nähern,  so  nähern 

Jar    '      Jx  Jx    ^      Ja: 

» 

sich  bekanntlich  respective  den  Gränzen 

und 

JfW(x)-^xl,{x)V^\   ^ 

nähert  sich  also  nach  dem  Obigen  der  Gränze 

9' ix'  -h  yj'ix)  v^in  '   . 

Weil 
isf,  so  nähert  sich 
offenbar  der  Null,  wenn  Ja:  sich  der  Null  nähert,  und 

ist  also  die  Gränze,  welcher 

sich  nähert,  wenn 

sich  der  Null  nähert.     Weil   nun  nach   den  Grundbegriffen  der  Dif* 
fcrentialrechnuDg  letztere  Gränze 

ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 


37» 

oder  ■ 

Wegen  der  GleichuDg* 
ist  aber 

uDd   die   vorige  Gleicliung  kaiiD  daker  auch  unter  der  folgenden 
Form  geschrieben  werden: 

§.  8. 

Sind  jetzt  a  und  a:  beliebige  reelle  oder  imaginäre  Grössen, 
so. kann  nach  XL.  §.  52. 

^  —  0  =  r(cos  ci^  +  sin  ia  V  — 1), 
also 

^=:Ä-f-r(cos  ci>  +  sin  w  V  — 1), 
und  folglich 

f(/€)  =y\  a  H-  r(cos  w  +  sin  a>  V  —  1)1 

gesetzt  werden. 
Sei  nun 

fix)  =:^f\a  +  r(co«  ci)  +  sin  co  1/  ^  1)}  =  5p(r)  +  ^^{r)  \/  —  1 5 

so  ist  nach  §.  6.,  wenn  die  Functionen  9>(r),  9>'(r)  und  ^(r),  '^\r) 
swischen  den  Gränzen  0  und  r  stetig  sind, 

/(.r)  =  y(0)  +  rfp{ßr)  +  j V;(0)  +>i/;'(0.'-)!  ^""^^   . 
oder 

wo.  @  und  @,    gewisse    positive   die   Einheit   nicht   übersteigende 
Grössen  sind.    Mach  dem  Obigen  ist  aber 

X —  a 

cos  0)  -+-  sin  wK —  1  . 

und  V 

/(^)  =  y(0)  +  i^(0)l/'=l; 
also,  ist  * 

.cos  iü  +  sm  «  K  — 1 


37» 

icr  ,  . 

Wegen  der  Gleichung' 
t  aber 

g=a)'(^)+jp'(*)V/=T, 

nd   die   vorige  Gleichung  kann  daher  auch  unter  der  folgenden 
orm  geschrieben  werden: 

-      §.  8. 

Sind  jetzt  a  und  ^   beliebige  reelle  oder  imaginäre  Grössen, 
j.kann  nach  XL.  f.  52. 

ar  —  €»  =  r(cos  w-f-sin  w  \/  —  1), 

[so 

f  _____  * 

.r  =  Ä  -f-  r(cos  ft)  +  sin  a>  V/  —  1), 
ad  folglich 

f(x):=f\a'\-r{co^  (li-f-sin  ft>  1/ —  1)| 

esetzt  werden. 
Sei  nun 

fix)  '=.f\a H- #-(co«  Cf»  +  sin  co  1/ ^-  1)}  =  5p(r)  +  'i^{f)  v   —  1 ; 

>-ist  nach  §.  6.,  wenn  die  Functionen  5p(r),  ^'(r)  und  ^(f),  ^'(f) 
wischen  den  Gränzen  0  und  r  stetig  sind, 

der 

ro.  @  und  0,    gewisse    positive    die    Einheit   nicht   übersteigende 
Irößsen  sind.     Nach  dem  Obigen  ist  aber 

X —  a 

cos  w  -h  sin  oiK  —  1  , 
nd, 

/(«)  =  s>(0)H-V(0)^^'"-i; 

Iso.  ist 

.608  itf  +  sm  W  K  — 1 
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>(r)  = 


> . 


o(fer,  weil  der  Factor  ryijc^  unter  allen  Snounenzeicbeii'  Torkowat, 
wie  sogleich  erhellen  wird, 

oder  auch 


Weil,  bekanntlich 

e  =  co8— +  8in—K  —  I,         ^ 

Und  folglich  nach  bekannten  Sätzen  von  4en  iaaginären  Grossen 
(XL;  f.  54.) 


-    •  "Stqn        .    2^|> 7 

^  l  -I-  cos  -z. wn  ^r  y^ —  1 


u.  s.  w. 
-l-cos* —  sin  K  —  1  • 

ist,  so  ist  klar,  dass  für  jeden  durch  n  ohne  Rest  theilbareu  Werth 
von  q 

1  +  e~7  +0-27 +©-87  +  ...  +  e-(«-l)7  =  n^ 

und  folglich 

«  — 

ist.    Weil  ferner  nach  der  Lehre  von  den  geometpischen  Progres- 
sionen 

1  +  e-V+  ^2y  +  ©-39r  +  . . .  +  ©-<»— 1)7=  \'^^^, 

also  diese  Summe  der  Grösse  . 


1  _  (CO,  ^!£!  _  sin  5521  V^Zrf) 


n  n 


<|.  U  d^r  Grösse 


■J 
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l 


l  —  r  ~J    (cos «ta>t  -f-  sin  fi«,  V^— l) 


u »     *.v.i    .lo»   ^  oraJS^eriUBC  r,  <^r  ist.    *!•   ukert  sich  der 

M^  .V     l''i\«.  v^v*»    \u>^i.r\t\x>   au;  :er  recbteo  Nelrt    iks  Gleichbeits- 

..   Nu.u  Hcuj  .V  ^.iciiäf.  a«4  Lau«  äeranM  acliebicr  nahe 

«..^..   «*v..v,va»  ^kCü^   flad  i.*..'  c  c^i>&5  iT^oiur  idii.xc.  vormos sich 


—  -rVfc- 


^.         .  .*»    .  I  ^ii     s.    ;.hi«r   für  viv.    UDcndiiri:   jrmsses  • 

. .  ■«■ 

'^     ^  r*  f'-r)  -4-  . . .  -f-  cf(^— Ir) 


^;*"_  .-.  ^-..^..._t--j=^.^,^-.r); 


V.  ii..-.     1«-.'  .•■',»'   <iri:  die  ftriisRr 


410 

B^  1 B'^ 

-jj  =  tang  »a  und  j3^-^  =  tang  V- 

Folglich  ist  allgemein 

tang  *ai,:taDg  '/?ii  =  taDg  'a:^Dg  '/S. 

Aus  Art.  2  aber  folgt 

/?•_  cos  «ftH-O        .  ,  .    '' 

5^—  cos^Ci-t")  "°* 

*    1  —  ^» 

j3^  =  C08  *(t  — i'), 

mithin  ist 

tang  'a  :  tang  '/?  =  cos  '(t  +  «'),  also  auch 

tang  ^ an  :  tang  */?„  =  cos  «(t  +  t')  oder  . 

tang  a»  ==p  cos  (f  +  0  tang  /^n (^) 

Beide  Azimuthe  stehen  also  immer  in  dieser  einfachen  Beziehung 
zu  einander.  Jedes  ist  eine  Function  des  Einfallswinkels  und  der 
Plattenzahl,  und  wir  wollen  die  Gesetze  dieser  Abhängigkeit  zu 
bestimmen  suchen. 

10. 
Wir  haben  gefunden 

tang  an:^=b:cos  («  +  0  •  t&ng  ^n* 

Da 

cos  (»  +  »')"<^1> 
80  ist 

tang  an<^tang  /?;t>  und 

unabhängig  von  i  und  «• 

I.    Es  sei  n  constant,  i  also  auch  A^  und  B"^  variabel. 

a)  So  oft  A'^z=iB^^  so  ist  tang  *a«  =  l  =  tang  */9„,  also 
«»  ==  y  =  Ph- 

b)  Ist  i  =  0,  so  ist  A^=zB^  (Art.  6),  mithin  a«  =  ^  =  i?«. 

c)  Ist  fr=:arc(tang=/i»)^  so  ist  iff^=0,  folglich  auch  Bh^=^' 
Und  da 

tang  >a„=z2^  (Art.  9), 
so  ist  für  diesen  Fall  tang  a„  =  0,  folglich  a»  =  0.    Aber 
tang  %= j-^-;^^ =  1-|-|— 2I>1,  also 

ßn>"-^»    Für»=aD  ist/?«=2-. 

d)  Ist  » > arc(tang  =  ii*),  so  ist  /f^>0,   folglich   Än»>0, 


also  a«  >•  0.    Aber  tang  */S«  <  OD,  also  /Jn  <  •^. 


4!'i 


lind  hieraus 


II 


ac^  =z:  •- 


1  __ 


•■I 


folg'lirli 


Sin'  t  :=:    . 


Diircli  diese  G]cicliuiiL> 
dein  diiH  Lirlit  auf  eine  holli'* 
iniiMH,  damit  p^loiclic  Aloii^rn 
vlricli    uhcr   gfilit   ans    (<< 
VVinkcl  zu  iindcii  Jotlc.  : 

oder  wus   dasselbe   Iv' 
stärkerer  auf  cius  \ir 
uutnillt. 


Nach  den  Frcs 
gespiegelten  und  (! 
Lichtstärke  so  i:;r 
gen  Mittels  nicht  i: 
ytanzen  Masse  vn!l' 
gen  Körper  aü«- 
o bereu  FläciM 
kaum  ein   sulc' 
der  bestand ii! 
leicbt  eine   w. 
Körpers  borv< 
l)urchi>iiri  ■ 
Betrachir. 
zontal<'  ^ 
sigkcii   i. 
so  m:i>s: 
des   VI'.  "•<■ 
eini'ii  : '» 
des    ■'     ■ 
Anz:- 


ll 


.^'uz  hingegen  wird: 
—  -,     3  = ;»» 

/^' —  1) .  2  =  ;5i2»+l. 

II  Addition  von  p^  die  Ads- 


T-^ 


2.pn 


-4-... +  [;»«(;»  — 1) +2;^). 

«•uiea  der  auf  einander  folsrendeD 
.vs  \aa  dem  Herrn  Heraussreber 
cuierh.c  worden  ist.     Dernnsck  ist 


-  j 


'"hlp{p-l)+('ip-\\] 


:•  -4-  i5  -4-  17 


33  +  35 


X'- 


.    ui::-rreti   die  vorliegenden  I^ekr^ 
.i>:   -\i: «YD June  der  arithmetiscbei 


'^««S' 
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LH. 

^     Zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale. 

Von' 

Herrn  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


Die  Entwickelung  der  schönen  Theoreme  von  Lagrange  nnd 
Fourier  beruht  bekanntlich  auf  der  Untersuchung  der  Gränze,  wel- 
cher sich  das  bestimmte  Integral 

■l&r  ffanze,  positive,  wachsende  n  nähert,  vorausg'esetzt ,  dass  <|je 
FnAKtion  /{&)  während  des  Integrationsintervalles  weder  unendlich 
gross,  noch  unstetig  werde*). 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  wie  ich  glaube,  TÖllig  streng  und 
knrij  folgendermassen  lösen. 

1)  Wir  nehmen  erstlich  c  =  -^  9  2^  +  1  =  m  (der  Kurze  we« 

^  gen)  und  fuhren  in  das  Integral 

^  .  n 

.«be  neue  Veränderliche  %  =  mQ.  also  @  =  — ,  dQ'=i —  ein.  Da- 
dvrcli  wird 

2 


=/.  ^/e> 


fitsm 


Dieies  Integral  zerlegen  wir  in  eine  Reihe  anderer,  welche  sämmt- 

mieli  dem  Intervall  tt  fortschreiten,   wobei  wir yf  — •  i 

?•*    -       •  x»8in —     ^ 

m 

■Mit  F{%)  bezeichnen.    Also 


i-JMhe  hierüber  die  Tortreffliche  Abhandlung  des  Hrn.  Prof.  Lejeune 
UhÜK  im  Joomal  f.  r.  u.  a.  Mathematik  t.  Grelle,  B.  IV.  S.  157. 
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1)  Es  sei  r  endlich,  also  das  zu{?ehörige  Glied  endlich  weit 
vom  Anfange  entfernt.     Dann  ist  r7r±a:   etwas  Endliches  =«r, 

F(r7T±a:)  = f( — )  oder,  wenn  man  den  sich  hebenden 

lüt  sin  — 
m 

Faktor  u  einsetzt, 

IL 

w  •      rr/      _L    \       sin  0?    - .  m        ,  u .       sin  a:  ^,^^ 

Lim  F(r7rztza;)  =  —^  .  Lim  — ^ /(-)  =  __ /(O) 

sm  — 
m 

oder 

Lim/'(«r±^)  =  ;^/(0). 

2)  Wäre  r  so  gross,  das  schon r  eine  endliche  Grösse  v 

wäre,  so  ist 

Lim  JPfrTT  ±  ^)  =  Lim : —  /*{«;)  =  0, 

^  ^  m  sin  v^  ^  '         ' 

so  dass  also  die  unendlich  weit  vom  Anfange  entfernten  Glieder  ver- 
schwinden. 

So  haben  wir  endlich  ' 

» 

Li«  ^=//[%£/^o)+ii=^/(o)_ii^/(0)-...]rf. 

oder,  weil  /(O)  eine  Coostante  ist, 

n 

Lim  J=fmr^  f—  H ' ^ s-^ H .  -Isin  ^  ite 

«-**™  w'       ^v  //o    La?         71  — o;        Ti-f-a?        271  —  a?^       J 

Um  nun  dieses  Integral  weiter  ausfuhren  zu  können,  müssen 
wir  die  eingeldammerte  Reihe  summiren.  Diese  Summe  P  kann 
man  aus  zwei  anderen  sich  bestehend  denken: 

'^—  ^^U^  — ÄT*^  971*  — o:»^  2571*— a:*^'    I' 

Nun  findet  sich  aber  leicht 
jUd^=z\ogn  ^+log»(''  ^^"^  )  +  logig(  ''^^'^  )- 

=  logii^  (1-g)  (1-^)  (l—£)  •.. 

s=:logii  sin^; 

also  durch  Differenziation 

27* 


•  • 


'-'■i/o""St'^V(®)^  =  f/(0),  ->r>0.....  (4) 

Diess  ist  das  schöne  Theorem,  dessen  fruchtbare  Anwendung 

sm(2i»-f-l)y 
auf  der  Eigenschaft  von g die  Reihe 

sin    -rr- 

2 


l  +  2|cos  0  +  cos  20 •+-....  +  COS  «©1 
zu  Summiren,  beruht.     Es  lässt  sich  also  vermöge  der  vorigen  Formel 
jede  Reihe  summiren,  deren  allgemeines  Glied  /q/*(@)  cos  nOdQ^ 
n'^c'^Oy  ist;  oder  man  hat 


.sin  (2» -*-!)— 


0 ~^-^f(ß)d&=J^f{0)ii0'\'22jQf(0)  cos  n0d& 


sm^ 


oder,  wenn  man  die  Reihe  ins  Unendliche  fortsetzt,  (j»  =  qd  nimmt) 
und  links  20  für  0  setzt, 

e 

wobei  links  das  Resultat  7r/*(0)  erscheint.    Aus  diesem  Satze  lassen 
sich  die  Theoreme  von  Lagrange  und  Fourier  leicht  ableiten. 

5)  Die  hier  angewandte  Methode  der  Gränzenzerlegung  lässt 
sich  mit  vielem  Vortheil  öfter  anwenden. 

jj — g—  </0,  wenn  mao 
sich  die  obere  Gränze  als  ein  Vielfaches  von  -^  denkt,  und  es  in 

eine  Reihe   anderer,    säiuintiich  von  0  bis  -^   genommen^   zerlegt, 

das  nämliche  Resultat,  wie  die  vorhin  geführte  Entwickelung,  wenn 
man  darin  fiß)  constant  =  1  nimmmt.     Nämlich 

Setzt  man  a&  für  0,  wo  a  eine  ganz  beliebige  Grösse  ist,  so  hat 
man  auch 

welches  Resultat  sich  hier  auf  einem  ebenso  leichten  als  gründlichen 
Wege  findet. 
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nttiirlich  nicht  ganz  s^leicbe  Bedeutang  wie  dort  haben,  nach  1. 
und  5.  die  folgenden  Gleichungen: 

I^  =  Qy  17  =  0; 
?  =  »i+^i  cos  5Pi,  tj=^6^'^Q^  sin  y,; 

5=z=a,  +  ^,  cos  9P„  iy  =  ^»  +  ^,  sin  y,; 
und 

15,  =r  cos  #,  1/,  =r  sin  a; 

?,  =Ä, +r,  cos(a. +9),)^  1;^=^, -l-r,  sin  («» +9,); 

5i=«f»+r,  cos  (a,  +  9,),  1?,  =Ä,+r,  sin  (a,+y,). 

Dies  sind  wieder  xwÖlf  Gleichungen  zwischen  den  zwölf  nnhekasn- 

ten  Grössen  5»  Kj  ?i*  ^ny  Qy  Qiy  Qt>  *•>/!•  »'s*  y.o  92?  »nd  reiches 
also  zu  deren  Bestimmung  hin ,  wie  wir  jetzt  mit  Mehrercm  zeigen 
wollen. 

Durch  Elimination  von  £,  i;^  $^,  1*,  erhält  man 

^  =  «t+^,  cos  y,=«,-|-^,  cos  gti,, 

0  =  ^1+^1    sin9,=^3+^s   sing», 

und 

r  cos  a  =  ar, -|-r,  cos  (a, -|-yi)  =  jr, +  r,  cos  (a, -f-y,), 

r  sin  o  =  ^j+r|  sin  (o,  H-y,)  =  Ä, -|-r,  si«  («»-f-SP»)- 

Also  ist 

«!--?  =  — ?!  cos  STi,  «»  — ^  =  — e»  cos  5p,; 

*i=  — ^1   sin  y»,  Ä,  =  — ^,  sin  y, 

nnd 

ar,— rcosa= — r,  cos(a,-Hri)t  ^a — r  cos  a=—ra  cos  («,+^3); 

^1 — r  sina=  —  r,  sin  (a,-4-yi).  6^ — r  sin  a  =  — r^  sin  (a^-fiPs)* 

Diridiit  man  nun«    um  die  Grössen    ^|,  ^,«   r,«  r,   zu   elimiDiren. 
diese  Gleichungen  durch  einander:  so  erhält  man 

lo.    cor  y j  =  -— ^,  cot  y,  =  --j-^ 
und 

It^*    cot  l«i+y.)  =  r^ : — Zf  coi  ia,-|-y,)  =  T^= — ; 

■ad  diese  Tier  Gleichaagea  eathalteA  a«a  hloss  aock  die  Tier  an- 
Wkaaatea  Grösse«  tf»  r«"«,«  c,.  • 

Weil  he^aaadich     ^ 

is(«  s«  ist  «ach  Ifi 

m.  —  r  <v«s  m         c\»*  «.  o?<  t,  —  l 
S^-^r  sux  «  <v€  *i  -♦-  <^  #1  * 

#^  .»^  r  <viejt  c  fiK  «^  JVC  r^  —  1 


woraus 

sich 

17. 

cot  9,  —  — 
1 

'cot  g>2  —  — 

oder 

18. 

Icot  9i  = 
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(g|  — r  cos  a)  cos  g,  ^^^(ift^  — r  sin  of)  sin  «, 
(»1— r  cos  «)  sin  «^ — (^i — r  sin  «)  cos  «j' 

(a^  —  r  cos  tt)  cos  a^  -f-  (^2  —  ^  sin  «)  sin  a, 
(»2  —  f  cos  «)  sin  «2  —  (^2  —  r  sin  a)  cos  «2 

g|  cos  a^^-bi  sin  «i  —  r  cos  (g  —  «i) 
»1  sin  «i — i&i   cos  «j-i-r  sin  («  —  «i)* 

«2  *^os  *^2  +  ^2  ^*"  '*2  —  ^  ^^^  (^  —  "2) 

cot  Cp«  ^i:  —  : 7 : : — 7 r 

^*  »2  s*"!  "2  ~^8  cos  «s  +  r  sin  (a  —  «2) 

ergiebt. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  1 

i«,  — Q  «j  cos  «1  -4-^1  sin  «,  — r  cos  («  —  «,) 

I                             ■■      ^J«        ^^—         ■      11-        -  ■■■■■■■■  ^  I  ■     — — i^M   II—    ■  ■  II       ■        I  ■  ■  ■  ^1^1—— 

Ai  ai  sin  ai*-'^!  cos  «iH-r  sin  (a  —  a^)' 

«2  —  ^ gg  cos  «2  "*"  ^2  sin  «2  —  ^  cos  (g  —  «2) 
^62  «2  sin  «2  —  ^2  cos  gj-f-r  sin  (g  —  g2)' 

und  diese  Gleicbung^en  entbalten  bloss  noch  die  zwei   unbekannten 
Grössen  q  und  r.    Bestimmt  man  nun  q^  so  erhält  man 

,     aj  cos  a, -f-i^,  sin  gj — r  cofiSs  (g  —  g,) 

^  *  *  a,  sin  gl — Äj  cos  gi+r  sin  (g  —  gi)' 

«2  cos  g2  -+-  ^2  sin  g2  —  r  cos  (g  —  gg) 
^  *  ^^    *  «»  sin  g^  —  Äj  cos  g2  -f-  ^  sin  (g  —  g2) 

oder 

(«1*  +^1*)  sin  gj  -I-  1«!  sin  (g  —  g;)  —  A^  cos  (g  —  (ti)\r 

^  '— "  a^  sin  a-i  —  d^^  cos  gi  -h  r  sin  (g  —  g^)  ' 

(flf  2-l-i5j2)  sin  g2+|^2  sin  (g  —  g2'>  —  ^2  cos  (g  —  tx^)\r 

0  zzz  -  j /  ■  \  5 

^  »2  sm  g2 — ^2  cos  cc^-hr  sm  (g  —  gj) 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  r: 

^y^      gl  sin  g| — 61  cos  g|^r  sin  (g  —  g,) 
'     «2  sin  g2  —  ^2  cos  g2-|-r  sin  (g  —  g») 

(g,*  -+-  Ifj^)  sin  g,  -4-  j«!  sin  (g  —  gQ  —  b^  cos  (g  —  cci)\r 

(«2*H-i&a')  sin  g2  +  1^2  sin  (g  —  a^)  —  Az  cos  (g  — g2)jr" 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

K^  =sin  (a  — «,),  •      . 

Ä'2  =  sin  (a  —  «2), 

X,  =(«!*  + ^1*)  sin. «15 

Z2  =  («2*  +  ^2^)  s>n  «25 
M^zzua^^  sin  «i — Äj  cos  «i, 
M^^za^  sin  «2  —  ^2.  ^®s  «2? 
Niz=zaj^  sin  (et  —  a^)  —  ö^  cos  («  —  «,), 
JVi=zaz  sin  (a — a,)  —  ö^  cos  (a  —  a,); 


Fhr  ^m^  ^Imr^  im   .«   Bi.öueB  -«   mm  ^  isr  'lekauctick  «inr 
S^«rr«»r  jL-nniirft^n    :#r   jm*«iK    büwxe.     lea    lbs  ,teH  .\liEteiiHiBisffi 


^Hitiivrft^il 


•/ 


J 


IV    ww    >'  —  *     ^^=:::*«r    .CO»   ^H—i^  — l  .  sht  .i^^  ä»  iiC ffiff 

IM   %iiiun  *  BHi  '/!/  — l    .Hier  e»»  |«ri»M 


m 

0  *■■ 


l.     rT^i.i^ntriir  ta^r  En?^&»irtic:e^  P^nuKiiio^ 


^#M^  Tli^^f^  -Wtit,   ■■•   i»rk  üe  r!iiili,ip—Aii    pHrnil««»  Eht- 

>9  T*-^rwf!Frt{  >a|t.  •ntf  .■■!  imi  Ilwüini  haiiHpwBh  1 1.  u.  (ier  Kbcnoi 
ilff4  fkf^mtnt  fl^mmi'  inniilH  £B  <*T-  jUktiÜMi  ftoatie  äcehr.  ao  nl 
(frr  '^^vfiniit'^'iiMifialMit  :tllcr  innciKicps  aBaem  Pri nnir  ii  \^ank 

f|iiir#»   f^r  "^wtmmtmmn   ff-r  lIpMinDEaMeBi  =JF.i&.|-^ — i -4. — -\ 

3»  •  .-fc^        •■       «-«1S.T 


r{f«»4i»    P"^Xf^   i^i»ttt0f.      ftip   Bfl^n-nt-ämii^   «irr  (srssnzie   dieses  J»- 


LVI. 

>l  i  $1  e  e  1  1  e  n. 


ttt  il^ft»  2'ZniPrt  B«r»4e  de»  Crelle'äckea  JoarBals  hat 
f>/frM4  f^fr^rr  tt^ftfft  n^'hr  «iinfireicben  Beweis  fir  das  aos  der  spbä- 
t'it(ht*tt  1  ttf(ttftftttif'ir'iP,  bekannte,  für  die  Geodäsie  so  wichtige  Lc- 
^  t'  tt t\  1 1' "n t  Im-  '\  hPiff  Pm  g*?f(»rheD  ,  den  wir  im  Folgeodeo  mit 
f*ff/}tf«>ff     (ifft     lii^'f     fi^'rfhif^    ftrlip/mendcn    Erläuteninf^n     mittheiIeD 


:z>f: 


(      i 


IT 
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